Correction du DM n°2

Exercice 1

P+P = I3 P+P = I3 P = I3—i(A—4I3)
L ()““{4131+9P2 - A ‘:’{ 5P, = A—dly ‘:’{Pz = LA-4D)
d’ou
9 1 1 0 O 1 0O 0 O
Plzg_[g—gA: 1 0 0 et P2_S(A_4I3): -1 1 0
1 -1 1 -1 1 0

2. (a) On calcule

1 0 0 0 00 0 0 O 0 00
Pl=|1 0 0|=P PP=[(000 P,PL=(0 0 0 P;=|-11 0
1 -1 1 0 00 0 0 O -1 10
(b) Pour tout £ € N, on a
AF = (4P, + 9P,)* d’apres la question 1
k

= Z(4P1)i(9P2)k*i car P; et P, commutent d’apres la question 2.a

i=0

= aigkipipy
i=0
or pour tout i > 1, P{ = P, et Pi = P, par récurrence immédiate car PZ = P; et P} = P,

= 409k=0pO pk | gkgk=k pk pk—k car PiPY "= PP, =0désquei>1lethk—i>1

= 4FPf +9* Py

Remarque : on pouvait aussi montrer le résultat par récurrence.
3. En posant B = 2P, +3P,, on a B2 = (2P, +3P,)? = 4P2 + 6P, P, + 6P, P, + 9P2 = 4P, + 9P, = A d’apres les résultats
de la question 2.a.

2 0 0
Ainsi, la matrice B= [ -1 3 0| vérifie B? = A.
-1 1 2
Probléme
Partie 1

1. Le premier duel peut étre gagné par Ay ou A
Le deuxiéme duel peut étre gagné par Ay, Ay ou A,
Le troisieme duel peut étre gagné par Ag, Ay, Az ou As
Le tournoi ne peut pas avoir désigné de vainqueur au bout de 1 ou 2 duels (donc P(E;) = P(Es) = 1), et il désigne un

vainqueur au 3éme duel si et seulement si Ay ou A; gagne les trois premiers duels.

1
La probabilité que Ay gagne les trois premiers duels est ¢° = 3 et la probabilité que A; gagne les trois premiers duels

est pg? = é Ainsi, P(E3) =1 — % _ é _ Z

3 1 1
+-= 1 donc on a bien P(E3) = §IP’(E2) + ZIP’(El).

o~ =

1 1 1
Or, —P(F: -P(Ey) = =
T, 2 ( 2) + 4 ( 1) 9



2. Si I’événement E,, est réalisé, alors le vainqueur du n-éme duel n’a pu remporter que 1 ou 2 victoires.

Notons V; I'événement « Aprés le n-eéme duel, le vainqueur du n-éme duel a remporté 1 victoire »et V5 I’événement
« Apres le n-éme duel, le vainqueur du n-éme duel a remporté 2 victoires ». V7 est réalisé si et seulement si A,, gagne

1
le n-ieme duel donc on a P(V4) =p = 2 et V; est réalisé si et seulement si A4,,_1 gagne le (n — 1)-éme et le n-éme duel

1
donc P(V3) = pg = T

o si Vj est réalisé, E,, est réalisé si et seulement si E,,_; est réalisé donc P(E, V1) = P(E,,—1)
o si V; est réalisé, E,, est réalisé si et seulement si E,,_» est réalisé donc P(E, |V2) = P(E,,_2).

On a alors

En = (B, Vi) U (BN Va)

et cette union est disjointe donc

P(E,) =P(E,NV1)+P(E,NV>)
=P(Vi) X P(E,|V}) + P(Va) x P(E,|Va)

1 1
- 5 X P(Enfl) + Z X ]P)(En72)

3. La suite (P(E,)), cn- est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 d’apres la question précédente. Son équation caracté-

5
ristique est r? = %r + i = r? - %r — % =0. A= 1 > () donc elle a deux solutions réelles distinctes :

5 1 5
\/2 -5 3TV 14456
= e = e
4

1
2
T = B

D’apres le cours, il existe donc deux réels A et u tels que
Vn € N P(E,) = Al + pry

3 1 3
Puisque4<5<9ona2<\/5<3d’0f1—1<r1<—§et1<r2<1.Ona|r1|<1et\r2\<1d0nc

lim rP = lim r} =0 et donc par somme lim P(E,)=0.
n—4+oo n—4oo n—-4oo

4. La suite d’événement (E,,) est décroissante : en effet, si le tournoi n’a pas désigné de vainqueur apres le (n + 1)-éme
duel, alors c’est qu’il n’avait pas non plus désigné de vainqueur apres le n-eme duel donc Vn € N*, E,, 1 C E,.

D’apres le théoreme de la limite monotone, on a donc P ( Zz En) = lirf P(E,) =0.
n—-—+0o0o

L’événement « le tournoi désignera un vainqueur »est 1’événement U:i% FE, qui est le contraire de I’événement ﬂ;z% E,.

Ainsi, P(« le tournoi désignera un vainqueur ») = 1.
Partie 2

5. Notons que ’énoncé précise que le tournoi continue méme si un vainqueur est désigné.

Soit k € {1,..., N—1}. Si AEC") est réalisé , alors le vainqueur éventuel du tournoi ne peut pas étre le vainqueur du n-éme
duel, (qui est alors aussi le vainqueur des duels F,,_1, Fy,—9, ..., Ey—k11), car il a un nombre insuffisant de victoire. Ainsi,
sous cette condition, le tournoi n’a pas encore désigné de vainqueur apres le n-éme duel si et seulement si il n’en a pas
désigné apres le (n — k)-éme. On a donc bien

P(E,|A™) = P(E,_s)



6. Soit n > N. Raisonnons comme a la question 2 en distinguant selon le nombre de victoire du vainqueur du duel numéro
n. Pour que I'événement FE,, soit réalisé, il est nécessaire que ce nombre de victoire soit compris entre 1 et N — 1.

Notons Vi I'événement « Le vainqueur du n-éme duel a remporté exactement k victoires ». Vi est réalisé si le joueur
A, k41 a remporté les duels n, n — 1,..., n — k + 1 donc P(V}) = pg“~ 1.

De plus, pour tout k € {1,..., N — 1}, si V}, est réalisé alors le vainqueur du tournoi ne peut pas étre le joueur A, 41
ni aucun des suivants, donc E,, est réalisé si et seulement si E,,_j est réalisé. On a donc P(E,|Vy) = P(E,—k).

Puisque F,, = (E, NV1)U(E, NVa)U---U(E, NVy_1), on a par union disjointe d’événement :

P(E,) =Y _ P(E,N V)
k=1

=Y P(Vi) x P(En|Vi)
k=1

pg"'P(E,_y)

7. Le tournoi ne peut pas avoir désigné de vainqueur avant le N-éme duel puisqu’un joueur doit avoir gagné N duels pour
remporter le tournoi. Ainsi,

P(Ey) =P(Ey) =+ =P(En-1) =1

D’apres la question précédente, on a donc

N—-2 N—
- r_1—gq l—gq -
_ k-1 _ K _ _ _ 4 N-1
—qu —p/z_:oq =P =P, =1l-9q

8. Puisque E, 41 C E,, on a P(E, \ Ept1) = P(E,) — P(Ent1).

L’événement E, \ E, 11 est réalisé si E,, est réalisé mais que E,, ;1 ne l'est pas, c’est & dire si le vainqueur du tournoi
n’a pas encore été désigné au duel n mais qu’il I’a été apres le duel n + 1. C’est équivalent a dire que le vainqueur du
tournoi a été désigné exactement au duel (n + 1). Pour que cet événement soit réalisé, il faut et il suffit que personne
n’ait remporté le tournoi avant le duel numéro (n+1— N) et que le joueur A, 1o n gagne les duelsn+2—- N an+1.

La probabilité que A, 1o n gagne les duels (n +2 — N) & (n+ 1) est pg"V~! (il a probabilité p de gagner son premier
duel, puis probabilité g de gagner chacun des suivants).

La probabilité que personne n’ait remporté le tournoi avant le duel numéro (n+1— N) est P(E,,_n41) par définition.

On a donc bien :
P(Ey \ Eny1) = P(En) — P(Eny1) = pg" 'P(Ep—n1)

9. La fonction @ : z — Q(z) = (Zk 1 L pgh—1 k) — 1 est dérivable sur [0; +o00[ comme fonction polynéme de degré N — 1,
et

2

-1
Vz € [0;400], Q'(x) = Y pg" tkatt
1

b
Il

Pour tout z €]0; 4+o0[, et tout k € [1, N — 1], z¥1 > 0 donc Q’(z) >0 car p >0 et ¢ =1 —p > 0. On en déduit que
@ est strictement croissante sur ]0; +o00[ donc sur [0; +-o0o[ car continue.

Or Q(0) = —let lim Q(x)=+4oc car Q(z) ~ pg"2xN~1 donc d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires
r—+00 r—+o0

il existe un unique réel ry tel que Q(ry) = 0.

. 1 V1
Remarquons que Q(1) = (Zk B Lpgh- 1) —1= (pzk, 2 k) —1= p% —1=1—¢"N"1—-1=—¢""! donc
—4q

Q(1) < 0. D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, I'unique racine de @ sur [0; +oo[ doit donc se trouver sur
I'intervalle ]1; +oo[ donc ry > 1. On a Q'(rn) > 0 car Q'(x) > 0 pour tout z €]0; +o0[

3



1 n—N
10. Pour tout entier n > 1, on note P(n) : « P(E,) < () »et on raisonne par récurrence forte sur n.

N
o Initialisation : P(E,) =P(E;) = --- = P(En_1) = 1 d’apreés la question 7. Pour n € [1, N — 1], n — N < 0 donc
n—N n—N
1 1
() =7rN"">1car ry > 1. Ainsi, on a bien Vn € [1, N — 1], P(E,) < ()
TN N
o Hérédité : Supposons que pour un certain n > N, P(k) soit vraie pour tout k € [1,n — 1], c’est & dire que on a
k—N
1
pour tout k € [1,n — 1] on a P(E}) < <> . Alors d’apres la question 6 :
N
N-1

k=1 N
1 n—N N—1
< () x> pg" Tk
'N =1
1 n—N
< (N) (QUry) + 1)
1 n—N
< () car Q(rx) =0
N

donc P(n) est vraie.

1 n—N
o Conclusion : Par principe de récurrence on en conclut que pour tout n € N* on a P(E,,) < () .
TN

n
11. 1 <ry donc 0 < % < 1. La série de terme général (%) est donc une série géométrique convergente, donc comme

7@

constante
n—N
- 1
la série Y < | — converge.
21\ ry

1 n—N

Puisque Vn > 1, P(E,) < () et que la suite (P(E,))n>1 est positive, on en conclut d’apres le théoréme de
TN -

comparaison pour les séries positives que la série ) ., P(E,) converge.

En sommant la relation (R3) sur tous les entiers n > N, on obtient :

+oo “+oo +oo
STPE) - Y P(Er) =pd" Y P(Byoni1)
n=N n=N n=N

donc par changements d’indices :

+oo +oo +oo
Y OB(E)— > B(E)=pd" 'Y P(E)

n=N n=N+1

donc

+oo
P(Exn) =pg" ") P(E,)

4



d’out

S B(s,) = FEN) 1=




